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关于 Smarandache 双 阶 乘 函 数 sg A(2) 的 均值 估计 
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摘要 ”对 于 任意 正 整 数 ,Smarandache 双 阶 乘 函 数 *& Foz) 定 义 为 最 小 的 正 整数 盖 ,使 得 
7 7 1 其 中 力 1 一 人 


, 即 sd) 一 mint:al7 1 EN)。 利 用 初等 及 解 
2.。4。6…7，2|7 

析 方 法 研究 Smarandache 双 阶 乘 函 数 sp) 的 均值 估计 ,得 到 一 个 关于 本 数 s& pz 的 均值 估 

计 的 渐 近 公式 。 从 而 解决 了 Felice Russo 在 文献 L4j] 中 提出 的 问题 。 
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On the Mean Value of the Smarandache Double Factorial Function 


FAN Xuhui,YAN Xinrrrong 
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Abstract:For any positive integer ，the Smarandache double factorial is defined as the smallest integer Such 
1。3 .5…m，2 | 

that ，where 7 1 一 .The papetr conducts the study of the mean value of the Smaranr 
2 .4 .6…m，2|7 

dache Double Factorial function by the elementary and analytic methods，obtains a sharper asymptotic fo 六 


mula for the Smarandache Double Factorial function ，and thus solves the problem proposed by Felice Rus- 


so in reference [L4】] . 
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美 籍 罗马 尼 亚 著 名 数论 专家 F. Smarandache 
教授 在 他 所 著 的 《Only Problems,Not Solutions》 
一 书 中 引入 Smarandache 双 阶 乘 函 数 *&AC2z) ,对 于 
任意 正 整数 ,Smarandache 双 阶 乘 本 数 *& CD) 定 


义 为 最 小 的 正 整 数 ”使 得 ”| 冯 必 其 中 力 ! 王 


1。3。5…777， 2 | 


2 .4.6…7，217 , 即 就 是 :ZJACz) 一 min{172:7z| 


M ll2EN)。 例 如 :sql) 王 1,sdFG2) 一 2,sQF 
(3) 王 3，sSdC4) 一 4,SdC5) 一 5,sdFCG6) 一 6,sC 


(7) 一 7,sSdA(C8) 一 4…。 
关于 sdA(Cz) 的 性 质 , 有 不 少 学 者 进行 了 研究 ， 
得 到 了 许多 有 重要 理论 价值 的 研究 成 果 。 例 如 ， 
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Gao Jing 在 文 L2] 中 研究 了 Smarandache 双 阶 乘 画 
数 :dj (COz) 与 Mangoldt 画 数 人 (2z) 的 混合 均值 问题 ， 
证 明了 下 面 结论 : 
对 于 任意 实数 z>2, 有 渐 近 公式 : 
> AGODsdFCD) 一 


| | | ofz) 


王 晓 瑛 在 文献 [3] 中 讨论 了 wA(T[ 之 ) 和 


7 


> sn) 的 关系 ,证 明了 下 面 结论 ; 


不 一 1 


对 于 任意 的 正 整数 上 过 4, 存在 无 穷 多 个 正 整数 
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5 人 下 ) 王 交 SC ) 
Felice Russo 在 文献 L4] 中 对 本 数 :wjA(C2) 进行 
了 系统 研究 ,得 到 了 一 些 关 于 :&AFCz) 的 基本 性 质 . 
同时 ，Felice Russo 在 文献 L4] 中 提出 了 若干 关于 
sz) 的 问题 ,并 建议 有 兴趣 的 学 者 进行 研究 。 
乐 茂 华 在 文献 L5] 中 应 用 初等 方法 对 xz) 
进行 了 研究 ,得 出 了 关于 SFCz) 的 如 下 一 些 性 质 : 
性 质 1 设 正 整数 ”的 标准 分 解 式 为 7” 三 
亡 222 , 若 2 2 ,那么 : 
SC) 一 maxt54J CD 过 (1) 


性 质 2 ”如果 2|72”, 且 7= 2 和, 其 中 wm 为 正 
整数 且 2 /7 ， 那么 : 

SF CN) 过 max{(SZ 太 2") ,2SZFCOaa ) 》 (2 ) 

性 质 3 设 :,” 为 正 整数 ,那么 : 


SC ) 扫 


538) 十 SC 大 72) ， 2|7,2 1|7 
三光 汪汪 2 | mi,2 人 (3) 
[2sFom) 十 2SLFCz) 一 1， 2122,2 人 


1 定理 及 推论 


本 文 的 主要 目的 是 在 Felice Russo 和 乐 皮 华 等 
研究 基础 之 上 ,利用 初等 和 解析 的 方法 研究 必 j 太 2) 
的 均值 估计 问题 ,并 给 出 了 一 个 渐 近 公式 .具体 说 就 
是 证 明了 下 面 的 结论 : 

定理 “对 于 任意 实数 过 二 2, 有 渐 近 公式 


淄 SC72) 一 


TI< 


这 


5 eiZ2 并 
48 lnz 之 nz OURez)， 

式 中 e; 为 可 计算 的 常数 。 
推论 对 于 任意 正 实 煞 人 一 2, 级 数 >) 只 人 中 


发 散 。 


2 引 理 及 其 证 明 


为 了 完成 定理 的 证 明 ,需要 如 下 的 引 理 ; 
引 理 1 对 于 任意 的 正 整 数 ,如 果 PCz) 比 ? 
的 最 大 素 因 子 ,那么 有 如 下 结论 : 
当 P(z) 之 V2 且 2 时 ,spCz) 一 PCz) (4) 
当 PC) 之 wii 且 2172 时 ,sp 一 2POD) (5) 
当 P(z) 一 vV2 时 ,Fa) 一 4wValny (6) 
证 明 : 首 先 , 分 2 种 情况 讨论 当 PCz) > Vz* 时 
SdF (2) 的 值 : 
1) 当 PooD) >vV 且 2 必 时 , 设 ” 的 标准 分 解 
式 为 7 一 b]2…j。P(2) ,其 中 力 为 小 于 P(2) 的 
奇 素数 ,w 为 正 整数 (; = 1,2,…,&)。 此 时 容易 得 


攀 旭 辉 等 :关于 Smarandache 双 阶 乘 范 数 dz) 的 均值 估计 89 


四 四 … 和 pb <<V2 ,因此 
pv G 一 1)2，…,) (7) 
由 式 (1) ,有 : 
sf CD) 一 maxtsdjCO DACPCOD) (8) 
由 jz) 的 定义 并 结合 式 (7) ,有 


sp 去 p0 二 Va (9) 
由 SA) 及 PCz) 的 定义 ,有 : 
SFCPGOD) 一 POD) 之 V1 (10) 


结合 式 (8) (9) 和 (10) ,容易 得 : 
SLC) 一 了 (72) 

2) 当 Po) 之 且 2 |72 时 设 ” 的 标准 分 解 式 
为 一 2"54 罗 …1P(2) ,其 中 心 为 小 于 PCz) 的 奇 
素数 ,8 为 正 整 数 (; 一 1,2，……,R) 。 

如 果 设 岂 = 8 7]… 为 。P(O2z) ,那么 2 一 2 。 
由 上 述 的 讨论 并 结合 式 (2) ,有 : 

5 CO) 过 max(s 太 2) ,2PC2))》 (11) 

由 式 (3) ,我 们 有 : 

SLC2) 二 2u (12) 

因为 P(Om) 之 Vi, 所 以 2 二 P(OaD) ,因此 v 二 
P(2z)。 由 式 (12) ,我 们 有 : 

SC2 二 2 <2PC2) (13) 
结合 式 (11)、(12) 和 (13), 有 : 
SLC) 委 2PCO2) 

接 下 来 证 明 此 情况 下 /Cnz) = 2P(7) 。 

当 2 17 时 , 设 SAF) = 一 27 为 正 整 数 ,由 
SA) 的 定义 知 关 | (272) 1 即 2 | 2"72 4 

如 果 汉 jz) 一 2P(Cz) ,那么 就 有 7 | 2” .7 且 
M <P(C2z) ,矛盾 ,因此 sj 一 2PC2)。 

最 后 ,分 2 种 情况 讨论 P(z) 二 Vz 时 s&jF (nz) 的 
值 : 

1) 当 P(z) < 一 且 2 人 时 , 设 2 的 标准 分 解 式 
为 一 2 p2… 加 ,结合 式 (1) 和 (3), 有 : 

SF (2) 一 ax CO ) }) 三 
sp 过 2udjFCp) 一 1 一 2ap 一 2wValnz 
(14) 

2) 当 Po) < 一 且 2|172 时, 设 ”= 2 ,其 中 
wa 为 正 整数 ,” 为 正 整数 且 2 /m” ,由 式 (3) ,我 们 有 : 

SF(2) 过 usdpC2) = 2 过 cc。 PO) 一 Vzalnz 

25SZFGm ) 一 2 max(50A CO ) 二 4uz; 一 2<<14 
V7zln7z 。 

结合 以 上 两 式 及 式 (2) ,有 : 

SFCOa) < 4wVzalnz。 
于 是 完成 了 引 理 的 证 明 。 


3 ”定理 及 推论 的 证 明 


将 所 有 正 整 数 分 为 3 个 集合 A、.B 和 C: 
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4A={ 人 :1 过 2 过 z,PO) 之 V 上 且 2 1 
已 一 (2:1 过 7 过 z,POD) 二 且 2 117 
C=(2:1 秋 2 秋 z,PO) 生 Va)。 

因此 ,有 : 


> sdACD) 三 


TS 


> sd Ca) 十 > sd CD 十 > SCACD) (15) 


7< 工 TI<<Z TI< 工 


MEA 7 也 7EC 


由 式 (4), 有 : 
> sd 一 一 >， SC ) 一 


22 2 


TEA 己 ( 分 一 刀 
>，xdF(Cpa) 一 辫 >) 了 (16) 
Lo 人 二 12<2< 区 


设 纲 反 而 于 是 利用 Abel 求 和 公式 (参阅 文献 
[L6] 中 定理 4 2) 及 素数 定理 (参阅 文献 L7] 中 定理 
3 2): 


xz) 一 21 = 汪 人 十 Of 
其 中 FFZCD] 为 可 计算 的 党 
Zaz)], 则 有 : 


>， 访 三 一 人] 72f(72) 一 六 rod 一 


也 


数 且 


7< <ps 工 
人 果 DC2ln272 | of 本 四 (17) 


22lnz 全 Mn 7 ]m 


式 中 心 (一 2,3…,) 为 可 计算 的 常数 。 


加 < ln 
主意 到 > 《272 8 及 > 7 


7 一 1 
是 二 用 人 和 (17) 有 : 


> sd CD) 一 


Ts 


1EA 


六 和 2 0z2ln27z Oo 并 
(Re nz (二 aszj 


(2 ,7z) 一 1 


和 区 | Ci 净 2 
16 Inz 2 nz Of 上】 (18) 
式 中 c 为 可 计算 的 常数 。 

类 似 地 ,注意 到 > 2 72 
, Re 
y sdfoon = sdrcoon = 


全 由 


mnEB POCOD) 
2 
> SC277) 一 > > 275 一 
2 加 < 魏 工 人 


2 “ci 元 2 
元 ”这 2 | 
24lnz 全 lniz oO( sr) (19) 


式 中 w, 为 可 计算 的 常数 。 
由 式 (6) ,有 : 
> sc CD) < >74 vVzalnz < 和 zs2lnrz (20) 


Ts 


天 志 它 


2013 年 


结合 式 (15) 18)、(19) 和 (20) ,有 : 


办 到 0 -2 
47Cm) 加 ， 之 和 ofEnz) 


< 5 
式 中 。; 为 可 计算 的 常数 。 
是 完成 了 定理 的 证 明 。 
推论 的 证 明 : 
因为 


>， SG CC7) 


本: 沪 下 二 择 - (21) 


人 


Ts 


3 (77) 


SQL CR 5 机 
(22) 


由 式 (22) ,有 : 


SVCD 5 交 
之 7 | 48 lnz 人 


人 


因此 ,对 于 任意 正 实数 上 一 2， 级 数 交 玖 人 
发 散 , 即 证 明了 推论 。 


4 结语 


本 文通 过 利用 初等 及 解析 的 方法 研究 
Smarandache 双 阶 乘 函 数 六 2) 的 均值 估计 ,得 到 
一 个 关于 本 数 双 太 2) 的 均值 估计 的 渐 近 公式 。 并 在 


此 基础 上 研究 了 级 数 >) 闪 /e2 的 伍 散 性 ,得 到 正 


整数 & 一 2， 全 全 基 叔 六 2 时 ,级 数 你 散 
性 这 个 问题 值得 进一步 研究 。 
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